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Définition de la statistique

Définition: "Le mot statistique désigne a la fois un ensemble de données d’observations et I'activité
qui consiste dans leur receuil, leur traitement et leur interprétation." (Encyclopedia Universalis)

Etymologie: "De l'allemand Statistik, forgé par I'économiste Gottfried Achenwall, dérivé de l'italien

statista (« homme d’Etat, statiste »), la statistique représentant pour lui 'ensemble des
connaissances que doit posséder un homme d’Etat." (Wiktionary)
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Obijectif de la statistique

La statistique concerne le receuil, le traitement, et 'analyse de données. Le point fondamental étant
que toutes données est entachée d’incertitudes, et fait donc intervenir la théorie des probabilités.
Lorigine de ces incertitudes est multiple:

B | es phénoménes observés ne sont pas explicable par un modéle ou un lien logique (On ne sait pas prévoir les cours de la
bourse)

B | es mesures sont entachées derreur

L P physique étudié est probabiliste (Physique quantique)

— La statistique requiert donc de modéliser les données a I'aide de la théorie des probabilité.
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Deux classes de méthodes statistiques

Statistique descriptive: Elle a pour but de résumer l'information contenue dans les données de fagon synthétique et
efficace, en utilisant des réprésentation graphiques, des indicateurs quantitatifs. —> Elle permet de dégager les
caractéristiqgues des données étudiées et d’aider a la décision pour une modélisation plus poussée de celles-ci. Les
probabilités n’ont qu’un role marginal.

Statistique inférentielle: Elle a pour but de faire des prévisions et de prendre des décisions au vu des observations. Il faut
pour cela faire des modeles probabilistes du phénomene étudié pour savoir gérer les risques d’erreurs.
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Variable aléatoire

On va représenter les données via une modélisation probabiliste.

Une variable aléatoire noté X : Q — X est une grandeur dépendant d’'une expérience aléatoire.
Je suis un atome radioactif, X = le temps avant de devenir un isotope stable.

Une réalisation x est une valeur prise par X.

La fonction de répartition est défini par F(x) = P(X < x).
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Statistique descriptive: position

Moyenne: /A Sensible aux valeurs extrémes de I'échantillon /A

Médiane: Valeur séparant la moitié inférieure et la moitié supérieure d’'un échantillon (statistique
d’ordre). insensible aux valeurs extrémes.

Mode: Pic de I'histogramme, pic de fréquence
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Statistique descriptive: dispersion

Variance: Moyenne du carré des distances a la moyenne de chaque valeur des échantillons.
Ecart-type: Racine carré de la variance (homogéne avec les unités des observations !)

Coefficient de variation: écart-type divisé par la moyenne A\ instable si la moyenne est proche de
oA

Quantiles: Statistique de rang (k-ieme plus grande/plus petite valeur de I'’échantillon)
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Introduction a I'inférence statistique o

H on dispose d’'un n-échantillon (x1, X2, . . . , Xp) de X de loi inconnue
B Linférence statistique consiste a approcher certaines caractéristiques de X (moyenne, variance) a partir du n-échantillon

B Dans certains cas, on pourra supposer X appartenant & une certaine famille de lois de probabilités M = {po,0 € ©}
paramétrée par 6. On parle d’estimation paramétrique de 6 et M est appellé le modéle statistique.
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Introduction a I'inférence statistique

H on dispose d’'un n-échantillon (x1, X2, . . . , Xp) de X de loi inconnue
B Linférence statistique consiste a approcher certaines caractéristiques de X (moyenne, variance) a partir du n-échantillon

B Dans certains cas, on pourra supposer X appartenant & une certaine famille de lois de probabilités M = {po,0 € ©}
paramétrée par 6. On parle d’estimation paramétrique de 6 et M est appellé le modéle statistique.

u Hypotheése 1: Le n-échantillon a été tiré de fagon a assurer la représentativité de la loi X

tirages équiprobables et indépendants les uns des autres
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Introduction a I'inférence statistique

B on dispose d’'un n-échantillon (x1, X2, . . . , Xp) de X de loi inconnue

Linférence statistique consiste a approcher certaines caractéristiques de X (moyenne, variance) a partir du n-échantillon

B Dans certains cas, on pourra supposer X appartenant & une certaine famille de lois de probabilités M = {po,0 € ©}
paramétrée par 6. On parle d’estimation paramétrique de 6 et M est appellé le modéle statistique.

u Hypotheése 1: Le n-échantillon a été tiré de fagon a assurer la représentativité de la loi X

‘ tirages équiprobables et indépendants les uns des autres ‘

B Hypothése 2: Chaque valeur observée y; est une réalisation de X. Le n-échantillon est donc aléatoire :

‘ I'estimateur est une variable aléatoire ‘
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Introduction a I'inférence statistique

B on dispose d’'un n-échantillon (x1, X2, . . . , Xp) de X de loi inconnue

Linférence statistique consiste a approcher certaines caractéristiques de X (moyenne, variance) a partir du n-échantillon

B Dans certains cas, on pourra supposer X appartenant & une certaine famille de lois de probabilités M = {po,0 € ©}
paramétrée par 6. On parle d’estimation paramétrique de 6 et M est appellé le modéle statistique.

u Hypotheése 1: Le n-échantillon a été tiré de fagon a assurer la représentativité de la loi X

‘ tirages équiprobables et indépendants les uns des autres ‘

B Hypothése 2: Chaque valeur observée y; est une réalisation de X. Le n-échantillon est donc aléatoire :

‘ I'estimateur est une variable aléatoire ‘

B | ¢ n-échantillon est une réalisation des variables (X1, X2, ..., Xn) de méme loi que la loi parente X et indépendantes, i.i.d.
(indépendantes et identiquement distribuées)

B Ppar exemple, 'espérance de X est estimée par la moyenne empirique :
- 1
Xo=->"X.
niS

On remarque bien que X, est aléatoire car les X; sont des variables aléatoires.
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Statistique - Estimateur

B Sur un n-échantillon, une statistique S, est une fonction des n variables aléatoires (i.i.d.)

B Un estimateur est défini par une statistique Sy(Xi, Xz, . . ., X) souvent noté 6. Cest donc une variable aléatoire. Une
estimation s, est une réalisation de S,

B soit S, un estimateur de @ par Sy. Il est sans biais si
E(Sp) =0

LI asymptotiguement sans biais si :
nim E(Sp) =6

B et son erreur quadratique moyenne est :
E[(Sn — 0)°] = (E(Sa) — 0)° + Var(S,)
N e N’

biais? variance
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Estimateur des moments (EMM)

La méthode des moments s’appuie sur un théoréme fondamental de la théorie des probabilités.

Théoréme (Loi forte des grands nombres)

Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de probabilité ayant pour densité fx. Considérant
un échantillon (X;)i<i<n de réalisations indépendantes de méme loi que X, si ¢ est une fonction
mesurable tel que E[|¢(X)|] < +oo alors

x 3 60%) - Elo0] = [ otomnan
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Estimation de la moyenne
B A partir d'un n-échantillon i.i.d. de X, I'espérance p de X est estimée par
- 1 Z
o= 5 2%
i=1
B X, est un estimateur de 'espérance . sans biais et convergent :

BR) = B XI= 13 Ex)=u
i=1 i=1
Var(X,) = Var[% Z Xj] = %Var[z Xi]
i=1 i=1

1 n
= = ZVar()(,) car les X; sont indépendants
i=1
1 Var(X
= —nVar(X) = ﬂ — 0 lorsque N — oo
n n
B Retenir : la variance de la moyenne empirique X, est n fois plus petite que la variance de X

0'g = 10'2
Xn = p0X
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Estimation de la variance

B variance de X estimée par la variance empirique de I'échantillon :
1 n _ 1 n _
Si= DX = X) = SO XE - X
i=1

ni:1 ns

B 32 est un estimateur biaisé de la variance. Démonstration :

E(S%)

1 S™BOXR) — B(XE) = B(X) — (XD
i=1

= Var(X) + [E(X)]® — [Var(X,) + [E(Xn)]?] = Var(X) — Var(X,)

1 —1
= Var(X) — EVar(X) = nTVar(X) estimateur biaisé

. / L.
B estimateur S.2 sans biais et convergent comme S2

n
/ 1 _
Sn2 =0 E (Xi — X,,)2 estimateur non biaisé
i=1
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Estimation d’une probabilité

B On note p la probabilité pour que les valeurs de X soient inférieures a un seuil donné :
P(X < seuil) =p
B On est dans le cas de I'estimation du paramétre p de la loi de Bernoulli 1x < seqi1 qui vaut 1 si X < seuil et 0 sinon. On a

donc :
]E(1X<seuil) =p= P(X < seuil) = ]E(1X<seuil)

B | a probabilité p peut donc étre estimée par la statistique P, définie par la moyenne empirique de la variable aléatoire
1x<seuiz1 (l0i de Bernoulli de parametre p)

1 n
Pn = E E 1X,-<seuil
i=1
B ’estimateur est sans biais :

1 n
]E(F’,,) = E[E Z 1X,»<seui1]
i=1
1 n
= 7 ZE(1X'<seuil)
niS '
1 n
= puP=p
i=1
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Estimation d’une probabilité (suite)

B Calcul de la variance de P,

Var(Pr) = B[P~ BRI = BICE D ncoma)’] - £
i=1

1 2
= ?ZE(1Xi<seui11Xj<seuil) - p
ij

]
= 5D Elxcswn) 43 E(x <o )E(X <oonnn)] -
i —— i#f
1Xi<seu11:(1Xi<seuil)2 indépendance
1 2 > p(1—-p)
= — —1 =
Zlnxp+n(n—"1)p7—p -

u Remarque : la précision relative de I'estimateur donnée par le coefficient de variation :

v/ Var(Pp) _ 1-p

E(Pn) np

L IKSH p=10"%, a > 0, estimer p avec une précision relative de 10% nécessite n = 10+ tirages de X.
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Maximum de vraisemblance

Pour un n-échantillon (X;)1<;i<n, on se donne un modéle paramétrique pour la loi de probabilité
Po(X1 = X1, X2 = Xo, ..., Xn = Xp) oU le paramétre 6 est inconnu

Principe du Maximum de Vraisemblance

B n dispose d'un n-échantillon (x;) <i<n
B |3 valeur la plus probable de 6 est la valeur pour laquelle la probabilité d'observer (X; = x;)q <i<n estlaplus forte.

La vraisemblance est considérée comme fonction de 6. Une notation faisant apparaitre le conditionnement du parameétre
aux données :
LO|X1 =x1,X2 = Xo, ..., Xn = Xn) = Po(X1 = X1, X2 = X, ..., Xn = Xn)

Estimateur de 6 par Maximum de Vraisemblance

Omy = arg meax£(0|X1 =X1,X = X2, ..., Xn = Xn)

Cas des v.a. réelles: Lorsque les variables X; sont i.i.d. de densité de probabilité f5(x), la vraisemblance se définit par:

L0, ) =TI fo() |

Il sera plus simple de traiter le logarithme de la vraisemblance :

n
Omy = arg meaxln L(O|X1, X2, ..., Xn) = Oyy = arg m(?xg In fo (Xi)
-
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Exemple - Loi normale moyenne et variance inconnues

B Echantillon (X1 =x1,X2 = X2, ..., Xp = Xp) i.id. tel que X; ~ N(u, 02). La vraisemblance est :
n 2
1 (X — )
L, 021X = X1, % =X, ..., Xn = Xn) = exp —
" " ,1;[ V2mra? 202

Exercice: calcul de 'TEMV des paramétres p et o
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Exemple - Loi normale moyenne et variance inconnues

B Echantillon (Xy = x4, X2 = Xo, ..., Xn = Xp) i.i.d. tel que X; ~ N(i, o2). La vraisemblance est :
n 2
1 (Xi — )
2 i
ﬁ(lhff|X1:X1’X2:X2,~~~,Xn:Xn):|I 2WU28XP* 252

i=1

Exercice: calcul de 'TEMV des paramétres p et o
B Estimateur en minimisant 'opposé du logarithme de la vraisemblance (plus simple)
(X, -

(emv s O'MV) = arg min [n log V2mo2 + Z

B Solution: par calcul, on retrouve les estimateurs empiriques usuels :

1< 2 1L 2
KMy = EZXH omv = EZ(X/‘*HM\/)
s =
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Exemple - Loi de Bernoulli de paramétre inconnu

B Echantillon (X1 =x1,Xo = X2, ..., Xn = Xp) i.i.d. d’une loi de Bernoulli X; ~ B(1,0).
B | es x sontdans {0,1}, P(X; =1) =0 et P(X; =0) =1 — 6. Onadonc :
B(Xi = x) = po(x) = (1 — 0)'

B | a vraisemblance de 6 conditionnellement a I'échantillon D est :

n
LOXt =X, X% =x2,..., Xn=xp) = [ [0%(1 — 6)'

B Considérons la fonction log-vraisemblance (plus facile @ manipuler) :
4(9‘X1:X1,X2:X2,...,Xn:Xn) = In£(9|X1:X1,X2:X2,..‘,Xn:)(n)

= Z[Xk log 6 + (1 — xx)) log(1 — 0)]

o — X
Z 001X = X1, % = Xoy - Xn = Xn) = }j{—f “ }j(xk
06 pa 76

1
- X,

SN A
%E(0|X1 :X1,X2:X2,.‘.,Xn:Xn):0:>9

B On retrouve I'estimateur classique de la moyenne empirique
B On vérifie la condition du maximum £(0|x1 , X2, ..., X)) <0
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Score et information de Fisher

B Soit une v.a. réelle X de loi Ppe ayant f, comme densité de probabilité.

B onnote Lo = In fy, la fonction

Sp = %
80’
est appelé score ou également fonction score.
B Remarques:
Sp = L@
fo’

oty =%
- 96"
Ex~py[S0(X)] = 0 démonstration en exercice

@ Statistique | - Clément GAUCHY M2 Radiophysique médicale, INSTN, 2024 21/43



Score et information de Fisher

Soit une v.a. réelle X de loi py ayant f, comme densité de probabilité.

on note £y = In fy, la fonction

Sp = %
80’
est appelé score ou également fonction score.
Remarques:
Sp = L@
fo’

Lro ofy
ol fy = 5.
Ex~py[S0(X)] = 0 démonstration en exercice
La variance de sy est appelé information de Fisher en 6 et notée Ig:
lo = Elss(X)*] — E[ss(X)I° = Elss (X)]

=0

Exercice: Montrer que Iy = E[(252)?] = 7E[% In fg (X)].
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Efficacité d’'un estimateur - Borne de Crameér-Rao

B |nformation de Fisher sur 6 de I'échantillon est (si elle existe)
7]
Ih(6) = E[(% InL(0] X1, X, ... ,X,,))z]
B Sj e domaine de définition des X; ne dépend pas de 6 on montre (voir planche précédente)

62

In(e) = _]E[w

InL(0]| X1, Xo, ..., Xn)]
B Pour tout estimateur T, non biasé, l'inégalité de Cramer-Rao donne une borne de sa variance

1
Var(T,) > "o

B Un estimateur est efficace si la borne de Cramér-Rao est atteinte
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Principales propriétés
B |estimateur par maximum de vraisemblance est asymptotiquement sans biais et efficace

(Omy — 6) — N(0, Var(0mv) = )

1
In(6)
B Remarque : Si les tirages sont i.i.d., par linéarité de 'espérance et des dérivées, on a

In(0) = nh(6) = (Omv — 0) — N(0, Var(Omy) = )

1
nh(0)
B Dans le cas multi dimensionnel pour 6, l'information de Fisher est la matrice des covariances. Et si les tirages sont i.i.d. :

(In(0))i; = —n x COV[B% In £(6; X)~2 In £(6; X)]

—InL
0;

B Exercice : utiliser ces propriétés pour I'exemple précédent (Xi)1<i<n ~ N (1, o?)iid.
1

-4 0
(s, %) =n :
204

B Noter que les covariances sont nulles. Les variances des estimateurs sont donc :

2 4
o 20
Var(un) = =, Var(oty) =~

Oq

B Exercice (plus facile) : pour la loi de Bernoulli, on (re)trouve la variance 6(1 — 0)/n de l'estimateur 0 du paramétre 6.
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Problématique et définition

On a un modeéle statistigue M = {py,0 € ©}. On a des données (Xi)1 < i < ni.i.d. tel que
X1 ~ py,. On possede un estimateur 6, du paramétre 0

Méme si 0, posséde de bonnes propriétes (sans biais, variance minimale,...). Il est trés peu
probable que 6, = 6.

Il est naturel de proposer une estimation ensembliste de la valeur de 6 plutdt qu’une simple
estimation ponctuelle 6,

Un intervalle de confiance de seuil « € (0, 1) pour le parameétre 6 est un intervalle aléatoire / tel que
PO.€l)=1-a
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Une définition subtile !

A\ |l est facile de mal interpréter la notion d'intervalle de confiance !

Dans I'écriture P(0. € I), 6. est une valeur inconnue mais déterministe (paradigme fréquentiste),
ce sont les bornes de / qui sont aléatoires !

En pratique, & partir d’un échantillon (Xi)1<i<» on détermine une statistique £(Xj, ..., X») tel que
=160 —e(Xi,..., Xn), 00 +e(Xs,..., Xn)].

Difficulté: Trouver une statistique (X1, ..., Xp) tel que la loi de probabilité de On + e(X1,...,Xn) ne
dépende pas de 0.
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Exemple: moyenne d’'une Gaussienne - variance connue

On dispose d’'un n-échantillon (X)1<i<n i.i.d. tel que Xi ~ N (., o?).

On suppose o connu, on cherche a estimer la moyenne . et disposer d’un intervalle de confiance de
seuil « € (0,1).

)_(nNN(,LL*,O'2/I7) <= U:ﬁ(@) ~ N(0,1)
P(|Xn — pe| <€) =P(|U| < @) =1-P(|U| > @)

On note y(114),2 le quantile de niveau (1 + «)/2 de la loi A/(0, 1), alors e = %U(1+Q)/2.

P(Xn — \%U(H_a)/z < s < )_(n + %U(H_a)/g) =1—-«

/\ Dans la majorité des cas, o est inconnu...
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Théoreme de Fisher '

B spient X1, Xz, . . ., Xy nvariables indépendantes de loi normale N (y, 02)

u Rappelons les estimateurs de la moyenne et et de la variance

1"
Xn = nZXI

n

_ 1 Y
S5 o= XXX

i

B On ales propriétés suivantes :
Xo ~ N(p, o2 /n)

HS%/O'Z suit une loi du X2 an — 1degrés de liberté notée X,27,1
Xn, S2 indépendants

[~ Jeo o]

Xn—np i i &
S/ T suit une loi de Student notée 7,,_ 4
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Loi du x? ("chi-deux")

B Role important en statistique (test du x?)

0.20
B, variables aléatoires X; ~ N(0, 1) indépendantes,
B 2 _ 51 X2 variable du x? & n degrés de liberté. 0.151
E(x;) =n  Var(xj) =2n &
=0.104
B Densité de probabilité =
1
fo(x)= —— e */2x"271 0.051
g 21721 (n/2) x20
X
r(x) = / e ' dt 0.00 ‘ ‘ : :
o 20 ) 60 80
xr
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Loi de Student

E Statistique | -

Soient X ~ N(0, 1) et x2 une variable du
chi-deux a n degrés de liberté indépéndante
de X

La variable T, = —X
xq/n
Student a n degrés de liberté

suit une loi de

La loi de Student tend rapidement vers la loi
normale centrée réduite.

Pour n > 50 elle peut-étre approchée par la
loi normale avec précision.

Clément GAUCHY
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Exemple: moyenne d’'une Gaussienne - variance inconnue

B Py je théoréme de Fisher, on a :
)_(n — M
Sn/v/n—1

B pour déterminer les bornes de I'intervalle de confiance, il suffit donc de remplacer les quantiles de la loi normale par ceux
de la loi de Student a n — 1 degrés de liberté.

~ Th_1 loi de Student & n-1 degrés de liberté

B Notons th—1,5 les quantiles de la loi de Student 7,_ de niveau &

X, — s 1+«
P <t o =
(Sn/\/r n—1,(1+a)/2) >
X, . 11—«
< th—1,(1— =
(Sn/\/r —1,(1—a)/2) 5
B | 3 loi de Student étant symétrique, les quantiles en (1 + «)/2 et (1 — «)/2 sont symétriques (comme dans le cas de la loi

normale).

B intervalle de confiance de niveau « est donc :

P(Xy — ¢, 11+aﬁ<u*<xn+’ 1,140 Vi) =1 e
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Intervalle de confiance pour la moyenne - cas général

Dans le cas général ou la loi de X est inconnue, il n'y a pas de méthode pour calculer les bornes de
l'intervalle de confiance

Grace au TCL (théoréme central limite), on sait que 'estimateur X, tend vers une loi normale
(somme de variables aléatoires i.i.d.)

On utilise donc cette propriété pour approcher les bornes de l'intervalle

— S < Sh
P(Xn_t"*“HTa\/ni < s <Xn+t”*1’HTaﬁ ~1—q«

Lapproximation est d’autant plus précise que n est grand. Et compte tenu de la convergence de la
loi de Student vers la loi normale, on pourra utiliser les quantiles de la loi normale dés que n >~ 100

- S,
n>~100 = P(anuHTam

< S
<u*<Xn+u1+Ta\/n”j):1fa
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Sommaire

4. Rappels de métrologie
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Définition

"La métrologie est la science de la mesure. Elle définit les principes et les méthodes permettant de

garantir et maintenir la confiance envers les mesures résultant des processus de mesure."
(Wikipédia)
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Définition

"La métrologie est la science de la mesure. Elle définit les principes et les méthodes permettant de

garantir et maintenir la confiance envers les mesures résultant des processus de mesure."
(Wikipédia)

La variabilité des valeurs obtenus lors d'un mesurage traduit 'incertitude de mesure.
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Erreur de mesure

En physique, on effectue un ensemble d’opérations dans le but de déterminer une grandeur
physique nommé mesurande.

Pendant I'opération de mesurage, il se produit forcément des erreurs de mesure.
Si on cherche a déterminer expérimentalement une grandeur x. On présentera le résultat sous la

forme
Xm + AXx

ou Xm est la valeur mesurée et Ax la demi-largeur d’un intervalle de confiance.

Pour déterminer Ax on va déterminer I'incertitude type uy.
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Deux types d’incertitudes

Lincertitude de type A est issue d’un traitement statistique des mesures.

Lincertitude de type B concerne les causes d’erreurs due au protocole expérimental et au matériel
de mesure.
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Incertitude de type B

On note q la résolution de 'appareil de mesure (exemple: plus petite graduation d’'un appareil
analogique).

la valeur vraie x, de la grandeur a mesurer est donc dans l'interval suivant
Xv € [Xmes — /2, Xmes +G/2] ,
On peut également définir la tolérance t de I'instrument de mesure tel que:
Xv € [Xmes — £, Xmes + 1] ,

On considere que toutes les valeurs dans I'intervalle sont équiprobables — modélisation de
l'incertitude par une loi uniforme.
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Incertitude de type B

On note X, une v.a. tel que Xy ~ U([Xmes — 9/2, Xmes + q/2]). Dans ce cas, on définit
l'incertitude-type de type B ug tel que:
9 4t

t
U3 = Var(X,) = 12-12"3

NN \\\ \\\
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Incertitude de type B

Dans le cas d’'un écart entre deux mesures x; et xo, On modélise X; et X, comme deux variables
aléatoires indépendantes tel que Xi ~ U([x1 — q/2,x1 + q/2]) et Xo ~U([x2 — q/2,x2 + q/2]) et on
a: 7

U = Var(Xy — Xo) = Var(X;) + Var(Xe) = 3
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Incertitude de type A

On répéte n fois I'expérience, ce qui donne un n-échantillon (x;)1<i<n €t on estima la valeur vraie par
la moyenne empirique !

1 < 5
~2 2
On = n—1 ;(Xi_xn)
Lincertitude de type A ua est donné par

Up =

Si®
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Propagations des incertitudes

Lincertitude-type totale est obtenu par cumul quadratique

2 2 2
Ut = Ux + Up

Quand on doit calculer une incertitude-type sur une grandeur physique y tel que y = f(x1, ..., Xp),
on utilise la formule.
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Construire un intervalle de confiance

Comment déterminer Ax a partir de uy ?

Le choix de k se fait a I'aide de la notion d’intervalle de confiance ! (Hypothése Gaussienne)
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