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Exercice 1

1) Le modèle statistique de ce problème est M “ tPpλq, λ ą 0u. On doit estimer le
paramètre d’intensité λ de la source d’émission de particule.

2) On possède un échantillon i.i.d. D “ pNiq1ďiďk, la vraisemblance s’écrit alors comme

Lpλ;Dq “ PpN1, . . . , Nkq (1)

“

k
ź

i“1

PpNiq (2)

“

k
ź

i“1

e´λλ
Ni

Ni!
(3)

La log vraisemblance s’écrit alors

ℓpλ;Dq “

k
ÿ

i“1

´λ ` Ni logpλq ´ logpNi!q

L’estimateur du maximum de vraisemblance est définit comme le maximum de ℓpλ;Dq.
On a alors

Bℓ

Bλ
ppλEMV;Dq “ 0 (4)

k
ÿ

i“1

´1 `
Ni

pλEMV
“ 0 (5)

pλEMV
“

k
ř

i“1

Ni

k
(6)

3) On applique la règle de Bayes pour calculer la loi a posteriori

ppλ|Dq “
Lpλ;Dqppλq

ppDq
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On va calculer la loi a posteriori à une constante prêt

ppλ|Dq 9 Lpλ;Dqfα,βpλq (7)

ppλ|Dq “

k
ź

i“1

e´λλ
Ni

Ni!
λα´1e´βλ (8)

ppλ|Dq “ e´kλλ

k
ř

i“1
Ni

λα´1e´βλ (9)

ppλ|Dq “ λ
α´1`

k
ř

i“1
Ni

e´pk`βqλ (10)

On remarque que ppλ|Dq est une loi Gamma de paramètre α `
k

ř

i“1

Ni et k ` β.

4) La moyenne d’une loi Γpα, βq est α
β

ainsi l’estimateur de la moyenne a posteriori est

α `
k

ř

i“1

Ni

β ` k

Le mode de la loi gamma Γpα, βq est α´1
β

d’où l’estimateur MAP

α ´ 1 `
k

ř

i“1

Ni

β ` k

Exercice 2

1) Le modèle statistique est M “ tfλptq “ λe´λt , λ ą 0u, le paramètre à estimer est λ.

2) D’après la loi des grands nombres, on sait que

1

n

n
ÿ

i“1

Ti Ñ ErT1s “
1

λ
,

ainsi on peut poser l’estimateur des moments suivant pour λ:

1

pλn

“
1

n

n
ÿ

i“1

Ti ðñ pλn “
n

n
ř

i“1

Ti

3) On a par définition

Lpλ;T1, . . . , Tnq “

n
ź

i“1

fλpTiq

Lpλ;T1, . . . , Tnq “ λne
´λ

n
ř

i“1
Ti

La log vraisemblance s’écrit alors

ℓpλ;T1, . . . , Tnq “ n logpλq ´ λ
n

ÿ

i“1

Ti
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le maximum de vraisemblance pλMV annule la dérivée de la log vraisemblance:

BℓppλMV;T1, . . . , Tnq

Bλ
“ 0 ðñ

n

pλMV

´

n
ÿ

i“1

Ti “ 0

Ainsi,
pλMV “

n
n
ř

i“1

Ti

L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc le même que celui des moments.

4) On écrit l’espérance E

»

–

1
n
ř

i“1
Ti

fi

fl à l’aide du théorème de transport

E

»

—

—

–

1
n
ř

i“1

Ti

fi

ffi

ffi

fl

“

ż

R`

λn

Γpnq
tn´1e´λt

ˆ
1

t
dt

E

»

—

—

–

1
n
ř

i“1

Ti

fi

ffi

ffi

fl

“

ż

R`

λntn´2

Γpnq
e´λtdt

E

»

—

—

–

1
n
ř

i“1

Ti

fi

ffi

ffi

fl

“
λ

n ´ 1

ż

R`

λn´1tn´2e´λt

Γpn ´ 1q
dt

looooooooooomooooooooooon

“ 1 car c’est la densité de probabilité de la loi Gpn ´ 1, λq

On peut désormais calculer le biais

ErpλMVs “ nE

»

—

—

–

1
n
ř

i“1

Ti

fi

ffi

ffi

fl

“
n

n ´ 1
λ

L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc biaisé mais asymptotiquement
sans biais.

6) On applique la règle de Bayes:

πpλ|T1, . . . , Tnq 9 Lpλ;T1, . . . , Tnqπpλq

πpλ|T1, . . . , Tnq 9 λne
´λ

n
ř

i“1
Ti

λαe´βλ

πpλ|T1, . . . , Tnq 9 λn`αe
´λpβ`

n
ř

i“1
Tiq

On reconnait la loi Gpn ` α, β `
n
ř

i“1

Tiq, qui est donc la loi a posteriori pour ce modèle.
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7) D’après les informations de l’énoncé, on a l’estimateur de la moyenne a posteriori pλmoy

qui est égale à
pλmoy “

α ` n

β `
n
ř

i“1

Ti

.

L’estimateur du maximum a posteriori pλMAP s’écrit quant à lui

pλMAP “
α ` n ´ 1

β `
n
ř

i“1

Ti

.

Exercice 3

1) X suit une loi exponentielle de paramètre µ, X „ Epµq.

2) p représente la proportion de particules qui transervent le matériau sans interaction
avec celui ci. Cette quantité est importante car elle représente le rayonnement que
l’opérateur recevra. Si le rayonnement est ionisant, cela peut avoir des conséquences
de santé sur l’opérateur.

3) On utilise la propriété PpX ą Lq “ Er1XąLs. On peut écrire l’estimateur Monte-Carlo
à l’aide de la loi des grands nombres.

ppMC “
1

N

N
ÿ

i“1

1XiąL

4) On a ErppMCs “ p et VarpppMCq “
pp1´pq

N
ainsi

cv “

a

pp1 ´ pq

p
?
N

.

Vu que p “ 10´6 on peut faire l’approximation 1 ´ p « 1 et ainsi

cv «
1

?
Np

Si on souhaite cv « 1% “ 10´3 alors N “ 1012. On remarque que c’est un nombre
de simulations aléatoires très important, on peut attendre les limites des moyens de
calcul. De plus, dans un modèle plus réaliste (exemple: matériau non homogène)
chaque simulation d’une trajectoire de particule peut être couteuse en temps de calcul,
l’estimateur Monte-Carlo va donc être très compliqué à calculer.

5) On remarque que hθ est la densité de la loi exponentielle Epµ ´ θq. On peut voir que
le libre parcours moyen pour une particule de section efficace macroscopique µ´ θ est
plus grand que pour une particule ayant µ pour section efficace macroscopique. La
variable aléatoire Y simule donc la trajectoire d’une particule "virtuelle" qui interagit
moins avec le matériau.

6) Par définition, l’estimateur par échantillonage d’importance s’écrit

ppIS “
1

N

N
ÿ

i“1

h0pYiq

hθpYiq
1XiąL
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7)

VarpppISq “
1

N

˜

EY „hθ

„

h0pY q2

hθpY q2
1Y ąL

ȷ

´ EY „hθ

„

h0pY q

hθpY q
1Y ąL

ȷ2
¸

VarpppISq “
1

N

ˆ

EX„h0

„

h0pXq

hθpXq
1XąL

ȷ

´ p2
˙

VarpppISq “
1

N

ˆ

EX„h0

„

µe´θX

µ ´ θ
1XąL

ȷ

´ p2
˙

VarpppISq “
1

N

ˆ

µ

µ ´ θ
EX„h0

“

e´θX1XąL

‰

´ p2
˙

On utilise la décroissance de e´θx pour borner supérieurement la variance

VarpppISq ă
1

N

ˆ

µe´θL

µ ´ θ
p ´ p2

˙

On doit donc étudier la fonction g : θ ÞÑ
µe´θL

µ´θ
pour vérifier que la variance est plus

basse que celle de l’estimateur Monte-Carlo.

g1
pθq “

e´θL

µ ´ θ

ˆ

µ

µ ´ θ
´ Lµ

˙

On doit donc vérifier θ ă µ ´ 1
L

et également µ ´ 1
L

ą 0 (étant donné que θ doit être
positif) donc 1

µ
ă L. Le libre parcours moyen doit être plus petit que la longueur

L pour l’estimateur par échantillonage d’importance ait une variance plus faible que
celle de l’estimateur Monte-Carlo.
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